Curso 2015-2016 Calculo 11 Grado M+1

Primer Parcial - 8 de abril 2016

Teoria. (1.5 puntos) Nota: /1.5

1. Definicién de diferenciabilidad de f: D € R* — R en (a,b) € D

2. Definicién de de la matriz jacobiana de una funcion f : D C R" — R™ diferenciable

en el punto a €D.

3. Sea f(z,y) = (/322 —y, 2*sin %), calcula la matriz jacobiana de f en el
T — Y
punto (1,2).

Solucién. Las funciones componentes son diferenciables en (1,2) € Dom(f) y las
parciales seran

N T PN
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Ay 2./322—y dy 2
0 fs , s s df2
92 _o - 2019y =2
Ox x81n$_1+y (:U—l—l—y)QCOS(:U—l—i—y) - 8:6(’ )
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of _ o7 cos( i ) — %(1,2) =0

oy  (r—14+y)?2 ‘r—1+y Oy

Por lo que la matriz Jacobiana de f en (1,2) es:
— 3 —1
J(f)(1,2)=( 2 )
2 0

Cuestiones. (2 puntos)
Decide si las siguientes proposiciones son ciertas. Razona la respuesta si es verdadera

o busca un contraejemplo si no lo es. Nota: /2

1. Se A C R? un conjunto que tiene como frontera el conjunto {(z,y) | 2> + y*> = 1}.
Entonces A es cerrado. []Si No

Solucion. Por ejemplo la bola abierta de centro cero y radio 1 cumple que no es
cerrado y su frontera es la dada.



2. Si el punto (1,2) es un punto interior de un conjunto A de R? y de un conjunto B
de R?, entonces (1,2) es un punto interior de A N B. Sif ] No

Solucién. Puesto que (1,2) es un punto interior del conjunto A existe r; > 0 tal
que B, (2,1) C A; por otra parte, como (1,2) es un punto interior del conjunto B
existe ry > 0 tal que B,,(2,1) C B, por lo tanto si consideramos r = min{ry, 72} > 0
se tiene que: B,.(2,1) C AN B.

3. Sea f:R* — R una funcién. Consideramos las curvas de nivel uno y cero, Cy y C

respectivamente. Entonces, se tiene que C; [ Co = 0. Si[]No

Solucion. Puesto que

Co={(z,y) ER® | f(z,y) =0} y C1={(z,y) €R* | f(z,y) =1},

si C1 (N Cy # 0, habria un punto (a,b) con f(a,b) =0y f(a,b) = 1.

4. Si f(z,y) es una funcién continua en C' = [3, 4] x [5, 6] entonces f alcanza el maximo

y el minimo absoluto en el conjunto C'. Si[ ] No

Solucién. Puesto que f es continua y el conjunto C' = [3,4] x [5, 6] es compacto,
ya que es cerrado y acotado, entonces por el teorema de Weierstrass se tiene que la
funcion f alcanza el maximo y el minimo absoluto sobre el conjunto C' en puntos

de C.

Problemas. (6.5 puntos)

1. (1punto)Sea A= {(z,y) €R |y >0} {(z,y) € R* | (x+y)? = 1}. [Nota: /1

i) Representa A y calcula ;1, Fr(A), Is(A), A, A"

ii) Indica si es abierto, si es cerrado, si es compacto y si es acotado.

Solucién.
El conjunto A viene dado por la interseccién
de dos rectas con y > 0, por lo que sera
las dos semi-rectas de la figura.
A=10 Fr(A) = A Is(A) =0
A=A A=A

abierto | cerrado | acotado | compacto
No Si No No




2. (1 punto) Estudia la existencia de los siguientes limites: Nota: /1
1
3 lim sen(z + ZZJ +1) ‘
@y)—(-10 (x+y)?2—1
Solucién. Utilizando la equivalencia sen(z +y + 1) ~ x +y + 1 si (z,y) —
(—1,0) se tiene que:

, sen(z +y + 1) _ r+y+1 , 1 -1
hm D) = 1 1 —2 = 11m _— =,
@y)—=(-10) (z+y)?—1 @y—(-10) (x+y)?—1 (@y=(10x+y—1 2
T+ y5/4

ii lim ——— =
) (z.y)=(0,0) /22 4+ y?
Solucion. Estudiamos el limite mediante el paso a coordenadas polares x =
pcos(0) y y = psin(f). Fijamos 6 € [0,27) y tenemos que:

9 5/4 Gin5/4(9
lim peos(t) + p*"sin7(6) = lim cos(f) + p'/*sin®*(6) = cos(f).
p—0+ P p—07F

Puesto que este limite depende de 6 el limite doble no existe.

T2 w siy#0
3. (2 puntos) Dada f(z,y) = Y Y Se pide: [Nota: /2
0 siy=20

i) Continuidad de f en los puntos (0,0) y (1,0). (En qué puntos de R? es f continua?

Solucién. La funcién es continua en (z,y) tal quey # 0, por ser producto y cociente
(con denominador no nulo) de continuas. Veamos si es continua en (0,0), calculando el
limite pasando a polares:

o T+ 2y +2

lim 22 —=2 = 3 1im p?cos = lim p cos
(z,9)—(0,0) Y p—0 P psend p—0 P sen 0

29pc089+2psen9+2 20pcos€+2psen9+2

Para valores fijos del angulo con # # 0 el limite anterior valdria cero. Sin embargo, si
6 — 0 no es acotado. Veamos que el limite no existe tomando el camino y = 2%

o T+ 227 42

2 2
I . L Y L Ak P e )
(,y)—(0,0), y=a2 Y =0 z =0
Por tanto, f no es continua en (0,0).
Veamos qué sucede en (1,0):
lim 22 w = 400
(z,y)—(0,0) Y

Andlogamente ocurrird en los puntos de la forma (x,0) para x # 0, salvo en el punto
(—=2,0) que queda una indeterminacién o Pasando a polares (z = —2 4 pcosf; y =

p+send):
—2+pcos +2psenf +2

psen

: o 2
})I_I)I(l)( 2+ pcosb)



, cosf 4+ 2send 4 cos ) + 2sen 6

cosf + 2send
—2 ) —————— = =
m(=2+ post) sen 6 sen 6

=1
p—0 sen 6

(=2)

por lo que al depender del angulo, no existe el limite y se tiene que f no es continua
en los puntos de la forma (z,7) € R? con y # 0.

ii) Estudia en qué puntos de R? es f diferenciable.

Solucién. La funcién f es diferenciable en (z,y) tal que y # 0, por ser producto y
cociente (con denominador no nulo) de funciones diferenciables. Ademas, solo es diferen-
ciable en estos puntos ya que en el resto no es continua.

of af

iii) Estudia si existen %(O, 0)y 8_3/(0’ 0).

Solucion. Veamos si existen las parciales por la definiciéon:

91 0,0y = i L8O = SO0 _ 5 0
or 7—0 T =0
9 (0,0) = iy 1OV SO0 _ 1, O
oy y—0 Y y—=0 Y

iv) Derivada direccional de f en (0,0) segin la direccién de 7 = (\/Lg, \%)

Solucién. Como f no es diferenciable en (0,0), debemos calcular la derivada direccional
por la definicién:

Do (0,0) = i J000+ D) = 10.0) . FG535) = FO.0)

t—0 t t—0 t

Lot 1y
(L)Wﬁ V5

1t ot 2

lim Y5 t —lim= (= + 25 +2) =

=0 t -0 5 ( V5 5 5

4. (1.5 puntos) Sea f(x,y) = (z* +y*) In(1 + 2% + y?). Nota: /1.5

i) Calcula las funciones derivadas parciales 8—($,y) y a—(x,y) Justifica si la
Z Y

funcién f es de clase C' en R? y si f es diferenciable en R?.
Solucidén. Las funciones derivadas parciales son:

of 2z(z + y*)
:4 31 1 2 2

—a$(x,y) z’In(l+ 2z +y>+—1+x2+y2

of 2y(z* + oY)
—4 31 1 2 2

ay(x,y) y’In(l+x +y)+—1+x2+y2

que son continuas en R?. Por tanto, la f es de clase C' en R? y por tanto
diferenciable en R.



ii) Calcula la derivada direccional de f en (0,1) segin el vector (—1, —1).

Solucién. Puesto que f es diferenciable en (0, 1), para calcular la derivada
direccional segun el vector (—1,—1), normalizamos el vector obteniendo la

direccién (75, 75) v aplicamos la férmula D(%7\%)f(0, 1) =Vf(0,1)- (5 Z)-
Como o/ o

97 00,1) =0 97.(0,0) = 41n(2) + 1,

9 (0.1 70,00 = 4mn(2) +
se tiene

1ol 42+l

V2 V2 V2 o

iii) Calcula la direccién en la que la derivada direccional de f en (0,1) es méxima
y el valor de dicha derivada direccional.

Solucién. Puesto que f es diferenciable en (0,1) y V£(0,1) # (0,0) la derivada
direccional es maxima en la direccién y sentido del vector gradiente:

Vf(0,1)=(0,4In2+ 1) que es la direccién (0, 1).
El valor maximo es la norma del gradiente:
IV, 1) =[(0,4ln2+1)|| =4In2 + 1.

5. (1 punto) Calcula el plano tangente y el vector normal en el punto (1,1,0) a la
superficie S dada por S = {(z,y, 2) : ze@ 9% £ 22 — yz — 2y = 0}. |Nota: /1

Solucidén. La superficie S es una superficie de nivel de la funcién
f(xv Y, Z) = xe(m2+y2)z + 12 — Yz = 2y7

que es una funcién de clase C! en R

El punto (1,1,0) € S y puesto que Vf(1,1,0) = (3,—2,1) # (0,0,0) se tiene que
este vector es normal a S y la recta normal serd la recta que pasa por (1,1,0) y
tiene por vector director V f(1,1,0), es decir,

L={(z,y,2) = (1,1,0) + ¢t(3,—2,1),t € R}.

Y el plano tangente a S en (1,1,0) es:

3(r—1)—2(y—1)+2=0.



